
L E C T U R E  8 :  Va l i d a t i o n
M o d e l i n g  a n d  S i m u l a t i o n  2  

D a n i e l  G e o r g i e v  



O U T L I N E

• Regression analysis 
• Hypothesis testing 

p-value 
t-test 

• Bootstrapping method 
bootstrapping variance estimator 
bootstrapping confidence interval 

• Distribution metrics 
functional norms 
Wasserstein pseudometric



R E G R E S S I O N  A N A LY S I S  
( l i n e a r  m o d e l )

Y = ↵+ �X + ✏d e p e n d e n t   
v a r i a b l e

i n d e p e n d e n t   
v a r i a b l e

r e s i d u a l
r e g r e s s o r s

{(x1, y1) , ..., (xn, yn)} , ✏i = yi � ↵� �xi

s e t  o f  m e a s u r e m e n t s m o d e l  r e s i d u a l s

S T E P  1 :  M O D E L

S T E P  2 :  R E S I D U A L S

S T E P  3 :  PA R A M E T E R  F I T min
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S T E P  4 :  E VA L U AT E  M O D E L  Q U A L I T Y
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c o e f f i c i e n t  o f  
d e t e r m i n a t i o n

i n c r e a s e s  w i t h  n o i s e



R E G R E S S I O N  A N A LY S I S  
( n e t w o r k  e x a m p l e )

L i n e a r  m o d e l  i s  c l e a r l y  n o t  a  g o o d  f i t  f o r  t h e  n e t w o r k  c a s e  s t u d y.   I f  i t  w a s  
w e  w o u l d n ’ t  h a v e  b o t h e r e d  w i t h  a l l  t h a t  m o d e l l i n g  a n d  c o d i n g  a n d  d e b u g g i n g .

B e s t  f i t t i n g  l i n e a r  m o d e l .  

F o r  D A E  s y s t e m s ,   
c a n  c o m p u t e  s e n s i t i v i t y  
f u n c t i o n s  t o  f i n d  g o o d   
p a r a m e t e r  f i t s .  

ẋ = f(x, y, p)
0 = g(x, y, p)
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H Y P O T H E S I S  T E S T I N G  
( m o d e l  i n v a l i d a t i o n )

H y p o t h e s i s  t e s t s  d e t e r m i n e  w h e t h e r  a  h y p o t h e s i s  ( o r  a  m o d e l )  i s  i n v a l i d a t e d  
b y  t h e  d a t a .  

D E F I N I T I O N  ( p - v a l u e ) :  G i v e n  a  n u l l  h y p o t h e s i s  H o ,  t h e  p - v a l u e  i s  t h e  
p r o b a b i l i t y  o f  o b t a i n i n g  a  r e s u l t  e q u a l  t o  o r  m o r e  e x t r e m e  t h a n  w h a t  w a s  
a c t u a l l y  o b s e r v e d .

P (X � x|Ho) _ P (X  x|Ho) _ 2min {P (X  x|Ho) , P (X � x|Ho)}
r i g h t  t a i l  e v e n t l e f t  t a i l  e v e n t d o u b l e  t a i l  e v e n t

E X A M P L E  ( c o i n  t o s s ) :   
	 H o  =  t h e  c o i n  i s  f a i r ,  i . e . ,  P ( H )  =  P ( T )  =  0 . 5  
	 o b s e r v a t i o n  =  1 6  o u t  o f  2 0  H e a d s  
	 p - v a l u e  =  P ( 1 6  H  o r  m o r e  o u t  o f  2 0  |  f a i r  c o i n )  

	 H e n c e ,  t h e  f a i r  c o i n  m o d e l  i s  i n v a l i d a t e d  w i t h  c o n f i d e n c e  0 . 9  b u t  
	 i t  i s  n o t  i n v a l i d a t e d  w i t h  c o n f i d e n c e  a b o v e  0 . 9 5 .

p-value = 1
220 ((

20
16 ) + ( 2017 ) + ( 2018 ) + ( 2019 ) + ( 2020 )) ⇡ 0.059



T- T E S T  
( n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  c a s e )

p - v a l u e  i s  n o t  c o m p u t a b l e  i n  g e n e r a l  b e c a u s e  w e  d o  n o t  k n o w  t h e  
c o n d i t i o n a l  p r o b a b i l i t y  P ( X = x | H o ) .  

A s s u m p t i o n s  ( t - t e s t ) :  
1. t h e  s a m p l e  m e a n  i s  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  
2. t h e  s a m p l e  v a r i a n c e  i s  c h i - s q u a r e d  d i s t r i b u t e d   
3. t h e  s a m p l e  m e a n  a n d  v a r i a n c e  a r e  i n d e p e n d e n t  r a n d o m  v a r i a b l e s  

C o m p u t a t i o n :  
1. C o m p u t e  t h e  t - s c o r e : t h e  t - s c o r e  i s  a  r a t i o  o f  t w o  r a n d o m  v a r i a b l e s .   

U n d e r  t h e  a s s u m p t i o n s ,  t h i s  r a t i o  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  t - d i s t r i b u t i o n  w i t h  
d o f  d e g r e e s  o f  f r e e d o m .  

2. Ta b l e  l o o k u p :  

	 t - s c o r e  f o r  a  s a m p l e  m e a n ,  f o r  1 0  m e a s u r e m e n t s ,  t h e  d o f  =  9  
	 f o r  5 %  c o n f i d e n c e ,  t h e  c r i t i c a l  v a l u e  f o r  t h e  t - s c o r e  =  2 . 2 6 2  

t h e  n u m b e r  o f  d e g r e e s  o f  f r e e d o m   
e q u a l s  t h e  n u m b e r  o f  r e g r e s s o r s .   I f  
w e ’ r e  o n l y  a p p r o x i m a t i n g  t h e  m e a n ,  d o f  =  N - 1 .

t-score =

µN�µ
�N/

p
N



T- T E S T  
( a p p l i e d  t o  r e g r e s s i o n  a n a l y s i s )

t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  i s  s o m e  t r u e  v a l u e  f o r  t h e  l i n e a r  
r e g r e s s o r

S T E P  1 :  c o n s i d e r  s a m p l e  v a l u e s  a n d  t h e  o p t i m a l  
r e s i d u a l s  f o r  t h e s e  v a l u e s  

S T E P  2 :  t h e  t - s c o r e  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  o p t i m a l  
r e g r e s s o r s  f o r  a  s a m p l e  h a v e  t h e  g i v e n  v a l u e s  o r  
w o r s e .   F o r  t w o  r e g r e s s o r s ,  t h e  t - s c o r e  h a s  t w o  
d e g r e e s  o f  f r e e d o m  a n d  t h e  f o r m  

N o t e  t h e  s i m i l a r i t y  t o  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  d e t e r m i n a t i o n .

{(x1, y1) , ..., (xn, yn)} , ✏i = yi � ↵

⇤ � �

⇤
xi

Ho : � = �0

t-score =
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B O O T S T R A P P I N G  M E T H O D
C o n s i d e r  n  i i d  s a m p l e s  

DEF IN IT ION :  A  b o o t s t r a p p i n g  s a m p l e   
i s  d r a w n  b y  r e s a m p l i n g  t h e  o r i g i n a l  s a m p l e s  n  t i m e s  
w i t h  r e p l a c e m e n t .

B o o t s t r a p  Va r i a n c e  E s t i m a t o r  
1 .  D r a w  a  b o o t s t r a p  s a m p l e               .  C o m p u t e   
2 .  R e p e a t  s t e p  1 ,  B  t i m e s ,  y i e l d i n g  e s t i m a t e s   
3 .  C o m p u t e  t h e  s t d  o f  t h e  e s t i m a t e s .  

T h e o r e m :  U n d e r  a p p r o p r i a t e  r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n s ,  

X1, ..., Xn

✓̂n,1, ..., ✓̂n,B

X⇤
1 , ..., X

⇤
n

X⇤
1 , ..., X

⇤
n

s =

r
1
B

PB
j=1

⇣
✓̂n,j � ✓̄

⌘2

limn!1
s2

Var(✓̂n)
! 1

✓̂n,1 = g (X⇤
1 , ..., X

⇤
n)



B O O T S T R A P P I N G  C O N F I D E N C E  
I N T E R VA L

1 .  D r a w  a  b o o t s t r a p  s a m p l e               .  C o m p u t e   
2 .  R e p e a t  s t e p  1 ,  B  t i m e s ,  y i e l d i n g  e s t i m a t e s   
3 .  L e t  

4 .  L e t  

w h e r e  

✓̂n,1, ..., ✓̂n,B
X⇤

1 , ..., X
⇤
n ✓̂n,1 = g (X⇤

1 , ..., X
⇤
n)

F̂ (t) = 1
B

PB
j=1 I

⇣p
n
⇣
✓̂n,j � ✓̂n

⌘
 t

⌘

Cn =
h
✓̂n � t1�↵/2p

n
, ✓̂n � t↵/2p

n

i

talpha = F̂�1 (↵)

T h e o r e m :  U n d e r  a p p r o p r i a t e  r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n s ,  

limn!1 P (✓ 2 Cn) = 1� ↵�O
⇣

1p
n

⌘



D I S T R I B U T I O N  M E T R I C S
W h y  n o t  j u s t  c o m p a r e  t h e  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s a m p l e  w i t h  
t h e  s i m u l a t e d  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  m o d e l ?  

R e c a l l  t h e  f u n c t i o n a l  n o r m s :  

H e n c e ,  i f  w e  e s t i m a t e  t h e  s a m p l e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  P 1  a n d  
t h e  m o d e l  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  P 2 ,  w e  c a n  t a k e  t h e  n o r m  o f  
t h e i r  d i f f e r e n c e  t o  m e a s u r e  t h e  d i s t a n c e  b e t w e e n  t h e  m o d e l  a n d  
t h e  s a m p l e  d a t a .  

A D VA N TA G E :  n o  n e e d  t o  m a t c h  m e a s u r e m e n t s  o r  t o  k n o w  
i n d e p e n d e n t  v a r i a b l e  v a l u e s  c o r r e s p o n d i n g  t o  m e a s u r e m e n t s  

D I S A D VA N TA G E :  i n t r o d u c e  f u r t h e r  e r r o r  b y  a p p r o x i m a t i n g  t h e  
e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  f i r s t .   T h e  e s t i m a t i o n  m a y  b e  e s p e c i a l l y  p o o r  
i f  n o t  e n o u g h  m e a s u r e m e n t s  a r e  g i v e n .  

f : ⌦ ! R, ||f ||p =
�R

⌦ |f |p dµ
�1/p

P1 : ⌦ ! [0 1], P2 : ⌦ ! [0 1], dp(P1, P2) = ||P1 � P2||p



WA S S E R S T E I N  P S E U D O  
M E T R I C

Wa s s e r s t e i n  p s e u d o  m e t r i c  r e s o l v e s  t h e  i s s u e s  w i t h  d i s t r i b u t i o n  
n o r m s  f o r  t h e  1 - d i m e n s i o n a l  c a s e .   I t  i s  d e f i n e d  a s :  

w h e r e  J ( P 1 , P 2 )  i s  t h e  s e t  o f  j o i n t  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  w i t h  
m a r g i n a l s  e q u a l  t o  P 1  a n d  P 2 .  

I n t u i t i v e l y,  t h e  Wa s s e r s t e i n  p s e u d o  m e t r i c  c a n  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a  
s o l u t i o n  t o  t h e  m i n i m u m  t r a n s p o r t a t i o n  p r o b l e m .    

M i n i m i s e  t h e  d i s t a n c e  t r a v e l e d  i n  t r a n s f o r m i n g  a  p i l e  o f  s a n d  i n t o  
a n o t h e r  p i l e  o f  s a n d  w i t h  e q u a l  m a s s .  

Wp (P1, P2) =

✓
inf

Q2J(P1,P2)

Z

⌦⇥⌦
d (!, ⌘)p dQ (!, ⌘)

◆1/p



WA S S E R S T E I N  1 D
C o n s i d e r  t w o  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  

a n d  v a l u e s  s a m p l e d  f r o m  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  

S u p p o s e  t h e  i n d i v i d u a l  d a t a  s e t s  a r e  i n  i n c r e a s i n g  o r d e r,  t h e n  t h e  
Wa s s e r s t e i n  p s e u d o  m e t r i c  s a t i s f i e s  

A D VA N TA G E S :   
n o  n e e d  t o  c o m p u t e  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n s  
d i s t a n c e  i s  d e f i n e d  i n  p h y s i c a l  u n i t s  
n o  n e e d  t o  m a t c h  d a t a  

P1 : ⌦ ! [0 1], P2 : ⌦ ! [0 1]

{X1,1, ..., X1,n} , {X2,1, ..., X2,`n}

Wp (P1, P2) = lim
n!1

 
1

`n

`nX

i=1

��X1,di/`e �X2,i

��p
!1/p


